Affine Abbildungen

Aufgabe 1:
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 sei die die Streckung mit dem Zentrum 0 und dem Streckungsfaktor 
[image: image2.wmf]2

3

.

a) Wie heissen die Abbildungsgleichungen von 
[image: image3.wmf]a

?

b) Ermittle das Bild des Punktes 
[image: image4.wmf])
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c) Bestimme das Urbild von 
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Aufgabe 2:
Die Abbildungsgleichung einer Drehung um 90° um 0 heissen:
[image: image1.wmf]a


Aufgabe 3:

a) Der Punkt 
[image: image6.wmf])
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 wird um 60° um 0 gedreht. 
Berechne de Koordinaten von 
[image: image7.wmf]'

P

 und vergleiche mit der Zeichnung.
b) Jede Drehung ist eine eineindeutige Abbildung der Ebene
auf sich (bijektive Abbildung). Jeder Punkt hat somit genau 

ein Urbild. Bestimme das Urbild 
[image: image8.wmf]X

 von 
[image: image9.wmf]P

.
Aufgabe 4:
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Wie heissen die Abbildungsgleichungen für die Spiegelung an der Geraden 
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Aufgabe 5:

Gegeben sei die Gerade 
[image: image11.wmf]g

 mit dem Neigungswinkel 
[image: image12.wmf]j

.

[image: image262.jpg]P <





a) Welches sind die Koordinaten des gezeichneten Einheitsvektors 
[image: image13.wmf]e

r

?

b) Welches sind die Koordinaten des eingetragenen Punktes

[image: image14.wmf]P

, wenn gilt: 
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c) Weise rechnerisch nach, dass 
[image: image16.wmf]P

 bei der Spiegelung an 
[image: image17.wmf]g

 ein Fixpunkt ist, d.h. durch die Abbildung in sich selbst überführt wird. 
Aufgabe 6:

Die Abbildung 
[image: image18.wmf]a

 hat die Gleichungen
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[image: image20.wmf]a

 hat den Fixpunkt 
[image: image21.wmf])
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. Stelle fest, ob noch weitere Fixpunkte existieren. Wenn ja, gib die Koordinaten von wenigstens einem weiteren Fixpunkt an. 
Aufgabe 7:

Ermittle die zu den beiden folgenden Abbildungen 
[image: image22.wmf]a

 und 
[image: image23.wmf]b

 gehörenden Matrizen.

a) 
[image: image24.wmf]=

a

Drehung mit dem Zentrum 0 und dem Drehwinkel 
[image: image25.wmf]j

.

b) 
[image: image26.wmf]=

b

Streckung mit dem Zentrum 0 und dem Streckungsfaktor 
[image: image27.wmf]k

.

Aufgabe 8: 
Berechne die folgenden Produkte.
a) 
[image: image28.wmf]÷
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b) 
[image: image29.wmf]÷
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c) 
[image: image30.wmf]÷
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b) 
[image: image31.wmf]÷
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Aufgabe 9:

Bei einer gewissen Ursprungsaffinität 
[image: image32.wmf]a

 haben die Basisvektoren die Bilder 
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Wie heissen die Abbildungsgleichungen in Matrixschreibweise bzw. Koordinaten-schreibweise? 

Aufgabe 10:

Gib die Gleichungen der folgenden Abbildungen 
[image: image35.wmf]a

 und 
[image: image36.wmf]b

 in Vektorschreibweise an:

a) 
[image: image37.wmf]=

a

Drehung mit dem Zentrum 0 und dem Winkel 
[image: image38.wmf]j

.

b) 
[image: image39.wmf]=

b

Streckung mit dem Zentrum 0 und dem Streckungsfaktor 
[image: image40.wmf]k

.

Aufgabe 11:

[image: image41.wmf]a

 sei die Spiegelung an der 
[image: image42.wmf]y

-Achse, 
[image: image43.wmf]b

 die Drehung um 0 um den Winkel 
[image: image44.wmf]j

.
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Ermittle die Koordinaten- und die Matrixschreibweise der Abbildungsgleichungen von 

a) 
[image: image49.wmf]a

b

o


b) 
[image: image50.wmf]b
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Aufgabe 12:


[image: image51.wmf]g

 und 
[image: image52.wmf]h

 seien zwei Geraden durch 0; aus später ersichtlichen Gründen bezeichnen wir ihre Steigungswinkel 
[image: image53.wmf]2

j

 und 
[image: image54.wmf]2

y

. Mache eine Skizze.

[image: image55.wmf]a

sei die Spiegelung an 
[image: image56.wmf]g

, 
[image: image57.wmf]b

 diejenige an 
[image: image58.wmf]h

.

a) Notiere die Abbildungsgleichung von 
[image: image59.wmf]a

 und 
[image: image60.wmf]b

.

b) Ermittle die Gleichungen von 
[image: image61.wmf]a

b

o

. Handelt es sich wieder um eine Ursprungsaffinität?
c) Zeige, dass 
[image: image62.wmf]a

b

o

 eine Drehung um 0 ist und gib den Drehwinkel an.

Aufgabe 13:

Es seien die Ursprungsaffinitäten 
[image: image63.wmf]a

 und 
[image: image64.wmf]b

 gegeben: 


[image: image65.wmf]:
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[image: image67.wmf]:
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a) Gib die zu 
[image: image69.wmf]a

 und 
[image: image70.wmf]b

 gehörenden Matrizen 
[image: image71.wmf]A

 und 
[image: image72.wmf]B

an.

b) Berechne die Matizen 

1) 
[image: image73.wmf]a
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o


2) 
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c) Auf welchen Punkt 
[image: image75.wmf]'
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 wird 
[image: image76.wmf])
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 durch 
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 abgebildet?
Aufgabe 14:


[image: image78.wmf]A

 sei die Matrix der Drehung um den Winkel 
[image: image79.wmf]j

, 
[image: image80.wmf]B

 diejenige der Drehung um den Winkel 
[image: image81.wmf]y

 (beide Drehungen um 0).

a) Ermittle 
[image: image82.wmf]A
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×

 (möglichst einfache Form)
b) Zu welcher Ursprungsaffinität gehört diese Matrix?
Aufgabe 15:

Es sei 
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Berechne 
[image: image86.wmf]C

AB

)

(

 und 
[image: image87.wmf])
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 und verifiziere so das Assoziativgesetz.

Aufgabe 16:
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Bilde 
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 sowie das Produkt 
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 und stelle die Gleichheit der Resultate fest.

Aufgabe 17: 
Die Matrix 
[image: image92.wmf]A

 gehöre zur Drehung um 0 mit dem Drehwinkel 
[image: image93.wmf]j

. Berechne 
[image: image94.wmf])
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.
Aufgabe 18:
Berechne 
[image: image95.wmf])

(
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Det

, wenn 
[image: image96.wmf]E

 die Einheitsmatrix ist. 
Inverse Abbildung einer Ursprungsaffinität
Aufgabe 19:
Die Abbildung 
[image: image97.wmf]a

 sei die Streckung von 0 aus dem Streckungsfaktor 
[image: image98.wmf]k

. 

a) Schreibe die zugehörige Matrix 
[image: image99.wmf]A

 auf und zeige, das 
[image: image100.wmf]a

 regulär ist.

b) Welches ist, aufgrund der Anschauung, die inverse Abbildung 
[image: image101.wmf]1
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?

Aufgabe 20:
Die Abbildung 
[image: image102.wmf]a

 sei gegeben durch 
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a) Unter Welcher Bedingung für den Koeffizienten 
[image: image104.wmf]l

 ist 
[image: image105.wmf]a

 regulär, bzw. nicht regulär?

b) Welches ist das Bild der Ebene, wenn 
[image: image106.wmf]a

 nicht regulär ist?

Aufgabe 21:
Von den beiden Ursprungsaffinitäten 
[image: image107.wmf]a

 und 
[image: image108.wmf]b

 sei 
[image: image109.wmf]a

 regulär, aber 
[image: image110.wmf]b

 nicht regulär. Ist 
[image: image111.wmf]b
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o

 regulär oder nicht regulär? 
Aufgabe 22:
Wir wissen, dass zur Steckung 
[image: image112.wmf]a

 mit dem Zentrum 0 und dem Streckungsfaktor 
[image: image113.wmf]k

 die Matrix 
[image: image114.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

k

k

A

0

0

 gehört.
a) Welches ist die zu 
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 gehörende Matrix 
[image: image116.wmf]1
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? (Die Frage lässt sich aufgrund der Anschauung ohne die hergeleitete Formel für 
[image: image117.wmf]1
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 beantworten.)
b) Verifiziere die Beziehung 
[image: image118.wmf])
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Aufgabe 23: 
Zu einer Ursprungsaffinität 
[image: image119.wmf]a

 gehört die Matix 
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a) Berechne 
[image: image121.wmf]1
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b) Berechne zur Probe 
[image: image122.wmf]A
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.
c) Schreiben Sie die Abbildungsgleichungen von 
[image: image123.wmf]1
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 auf.

Aufgabe 24: 

Zur Drehung um 0 mit dem Drehwinkel 
[image: image124.wmf]j

 gehört
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Die inverse Abbildung ist die Drehung um 0 mit dem Drehwinkel 
[image: image126.wmf]j
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. Daher können wir 
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 ohne Formel sofort angehen: 
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a) Kontrolliere dieses Ergebnis mit unserem Rezept zur Berechnung von 
[image: image129.wmf]1
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.
b) Berechne probehalber 
[image: image130.wmf]1
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Aufgabe 25: 

Zur Spiegelung 
[image: image131.wmf]b

 an der Ursprungsgeraden mit dem Neigungswinkel 
[image: image132.wmf]2
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 gehört die Matrix:
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Wir haben uns früher schon überlegt, dass gilt 
[image: image134.wmf]b
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. Somit muss auch gelten 
[image: image135.wmf]B
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. Kontrolliere dieses Ergebnis mit unserem Rezept nach. 

Aufgabe 26: 

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt bewiesen, dass für eine reguläre Matrix 
[image: image136.wmf]A

 gilt: 
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Beweise diese Gleichung, indem Sie von der Beziehung
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ausgehen.
Die Linearität der Abbildung 
[image: image139.wmf]r
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Aufgabe 27: 


[image: image140.wmf]a

 sei eine lineare Vektorabbildung. Forme um, indem Du alle Linearitätsbedingungen anwendest.

a) 
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Aufgabe 28: 

Gegeben sei eine zentrische Streckung 
[image: image144.wmf]a

 mit dem Zentrum 0 und dem Streckungsfaktor 
[image: image145.wmf]k

. Beweise, dass 
[image: image146.wmf]a

 die beiden Linearitätsbedingungen erfüllt und somit eine lineare Abbildung ist.

Aufgabe 29: 

Die Vektorabbildung 
[image: image147.wmf]b

 sei definiert durch 
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 wobei 
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r

 ein fest gewählter, von 
[image: image150.wmf]0

r

 verschiedener Vektor sei. 
a) Mache eine Skizze.
b) Stelle fest, ob 
[image: image151.wmf]b

 linear ist.
Lineare Abbildungen und Matrizen
Aufgabe 30: 

Für eine lineare Vektorabbildung 
[image: image152.wmf]a

 gelte:
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Gib die Matrix von 
[image: image155.wmf]a

 an und das Bild von 
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Aufgabe 31: 

Eine lineare Vektorabbildung 
[image: image157.wmf]a

 führt die Vektoren 
[image: image158.wmf]÷
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 über. Ermittle die Basisvektoren 
[image: image162.wmf]1
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 und 
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.
Aufgabe 32: (nicht einfach)
[image: image263.jpg]P <
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[image: image164.wmf]a

 sei die Normalprojektion auf die eingezeichnete Ursprungsgerade g. 
a) Gib die Matrix 
[image: image165.wmf]A

 und die Abbildungsgleichungen an. 

b) Gib die Matrix 
[image: image166.wmf]A

 und die Abbildungsgleichungen an wenn 
[image: image167.wmf]°
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135
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 ist.
Lösungsidee: Wir zeigen dass die durch diese Punktabbildung gegebene Abbildung der Ortsvektoren linear ist. Dann bestimmen wir die Bilder der Basisvektoren, haben damit die Elemente der Abbildungsmatrix 
[image: image168.wmf]A

 und somit auch die Abbildungsgleichungen.
Geometrische Eigenschaften von Ursprungsaffinitäten

· Die Geradentreue

· Die Parallelentreue

· Die Teilverhältnistreue
Aufgabe 33: 

Gegeben seinen eine reguläre Ursprungsaffinität 
[image: image169.wmf]a

 und eine Gerade 
[image: image170.wmf]g

. Ermittle die Parameterform von 
[image: image171.wmf]'
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.
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: 
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Aufgabe 34: (Satz)
· Jede reguläre Ursprungsaffinität 
[image: image176.wmf]a

 ist geradentreu.

· Ist 
[image: image177.wmf]u

 Richtungsvektor einer Geraden 
[image: image178.wmf]g

, so ist 
[image: image179.wmf]u

A

 ein Richtungsvektor von 
[image: image180.wmf]'

g

.

Beweise obigen Satz.

Aufgabe 35: (Satz)
Jede reguläre Urspungsaffinität 
[image: image181.wmf]a

 ist parallelentreu.

Beweise obigen Satz.

[image: image264.jpg]P <





Aufgabe 36: 

Gegeben sei eine reguläre Ursprungsaffinität 
[image: image182.wmf]a

. Jemand berechnet das Bild des einge-zeichneten Trapezes 
[image: image183.wmf]ABCD

 und erhält das angegebene Viereck 
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Was sagst Du dazu?

Aufgabe 37: (Satz)
Ist 
[image: image185.wmf]a

 eine Ursprungsaffinität mit der Matrix 
[image: image186.wmf]A

, so gilt für beliebige Punkte 
[image: image187.wmf]1
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, 
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d.h.: Der Verbindungsvektor zweier Bildpunkte ergibt sich aus dem ursprünglichen Verbindungsvektor durch Multiplikation mit 
[image: image190.wmf]A

.

Beweise obigen Satz.

Aufgabe 38: 
a) Eine reguläre Urspungsaffinität bildet ein Quadrat auf ein 
 ab.

b) Finde eine solche Ursprungsaffinität?

Aufgabe 39: (Satz)
Jede reguläre Ursprungsaffinität ist teilverhältnistreu.

Beweise obigen Satz.
Aufgabe 40: 

Gegeben sind die auf einer Geraden liegenden Punkte 
[image: image191.wmf])
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 sowie die Abbildung 
[image: image194.wmf]a

 mit den Abbildungsgleichungen:
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a) Zeichen die Punkte 
[image: image196.wmf])
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b) Berechne und zeichne 
[image: image199.wmf]'
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 und 
[image: image200.wmf]'
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.
c) Konstruiere jetzt 
[image: image201.wmf]'

X

 aufgrund der Geraden- und Teilverhältnistreue. Lies den ungefähren Koordinaten von 
[image: image202.wmf]'
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 ab.

d) Berechne 
[image: image203.wmf]'
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 und vergleiche mit b).
Fläche und Orientierung

Aufgabe 41: 

Bestimme Fläche 
[image: image204.wmf]F

 und Orientierung des Parallelogramms 
[image: image205.wmf]UVWX

, wenn bekannt ist: 
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, ohne das Parallelogramm zu zeichnen.
Aufgabe 42: 

Gegeben sei ein Parallelogramm 
[image: image209.wmf]PQRS

 mit 
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a) Ermittele die Fläche dieses Parallelogramms.

b) 
[image: image212.wmf]a

 sei die Abbildung mit den Gleichungen
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Ermittle die Fläche 
[image: image214.wmf]'

F

 und die Orientierung des Bildparallelogramms, ohne zunächst seine Ecken zu berechnen.

c) Berechne jetzt 
[image: image215.wmf]'

P

, 
[image: image216.wmf]'
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, 
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S

. Zeichne das Bildparallelogramm im Koordinatensystem ein und stelle seine Orientierung fest. Berechne nochmals 
[image: image218.wmf]'

F

, jetzt aus den Punkten 
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. Ver-gleiche sie mit b).

Aufgabe 43: 
Wie früher gezeigt, ist die Spiegelung an der Ursprungsgeraden mit dem Neigungswinkel 
[image: image222.wmf]j

 eine Ursprungsaffinität. 
[image: image223.wmf]A

sei die entsprechende Matrix.
a) Versuche, 
[image: image224.wmf]DetA

 zu ermitteln, ohne die Elemente von 
[image: image225.wmf]A

 zu bestimmen und zur Berechnung zu benutzen.

b) Schaue jetzt nach, wie die Elemente von 
[image: image226.wmf]A

 heissen und berechnen 
[image: image227.wmf]DetA

 auf normalem Weg.

Aufgabe 44: 

Bestimme die Menge der Fixpunkte der Abbildung 
[image: image228.wmf]a

 mit den Gleichungen 
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Aufgabe 45: 

Zeige, dass die Affinität 
[image: image230.wmf]a

 mit den Gleichungen
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eine Fixpunktgerade hat. Gib deren Gleichung an und ermitteln drei voneinander verschiedene Fixpunkte.
Aufgabe 46: 

Bestätige, dass 
[image: image232.wmf]÷
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 ein Eigenvektor der Matrix 
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 ist. Welches ist der entsprechende Eigenwert? Gib zwei weitere Eigenvektoren zu diesem Eigenwert an.
Aufgabe 47: 

Eine Fixpunktgerade ist insbesondere eine Fixgerade. Welchen Eigenwert haben die Richtungsvektoren einer Fixpunktgeraden?
Aufgabe 48: 

Aufgrund deiner geometrischen Anschauung wird es dir sicher nicht schwer fallen, für die Spiegelung an der Ursprungsgeraden 
[image: image234.wmf]g

 mit dem Neigungswinkel 
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 zwei linear unabhängige Eigenvektoren 
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 und die entsprechenden Eigenwerte 
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, 
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 anzugeben.

Aufgabe 49: 

Wie viele verschiedene Eigenwerte kann eine Matrix haben?

Aufgabe 50: 

Die Spiegelung an der Ursprungsgeraden 
[image: image240.wmf]g

 mit dem Neigungswinkel 
[image: image241.wmf]j

 hat bekanntlich die Matrix
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Du hast bereits bei einer Aufgabe überlegt, dass 
[image: image243.wmf]A

 Eigenwerte 1 und -1 hat. Bestätige nun dieses Ergebnis rechnerisch, indem du die charakteristische Gleichung von 
[image: image244.wmf]A

 aufstellst und löst.

Aufgabe 51: 

Ermittele die durch 0 gehenden Fixgeraden der Ursprungsaffinität
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Gib für jede der Fixgeraden eine Parametergleichung an und zeichne die Geraden.

Aufgabe 52: 

Die Abbildung 
[image: image246.wmf]a

 sei gegeben durch:

[image: image247.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

y

x

p

y

x

3

1

2

'

'


a) Für welche Parameter 
[image: image248.wmf]p

 hat die Abbildung zwei Fixgeraden, eine bzw. keine Fixgerade durch den Ursprung.

b) Wie muss man 
[image: image249.wmf]p

 wählen, damit die eine Fixgerade die Gerade 
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 ist?

c) Wie muss man 
[image: image251.wmf]p

 wählen, damit 
[image: image252.wmf]a


· flächentreu und gleichsinnig

· flächentreu und gegensinnig ist?

Der Begriff der Affinität

Aufgabe 53: 

Es seien zwei Affinitäten 
[image: image253.wmf]a

 und 
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 gegeben:
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b



[image: image258.wmf]d

r

B

r

r

r

r

+

=

'


Ermittele die Abbildungsgleichungen von 
[image: image259.wmf]a

b

o

 und beweise so, das 
[image: image260.wmf]a
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o

 wieder eine Affinität ist.
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